ЛЕКЦИИ И ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЕ ПО КУРСУ
«ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА» ДЛЯ СТУДЕНТОВ ЗАОЧНОГО ОТДЕЛЕНИЯ СПЕЦИАЛЬНОСТИ 2202

1.  ВВЕДЕНИЕ В ДИСКРЕТНУЮ АЛГЕБРУ
1.1.  ГРУППЫ
Группа — это собирательное название некоторых алгебраиче​ских структур. Хотя существуют многие конкретные примеры интересных групп, в математике введено абстрактное понятие группы, так как легче одновременно исследовать все математические системы с общей структурой, чем исследовать каждую из них по отдельности.
Определение 1.1.1. Группой Q называется множество элемен​тов с определенной для каждой пары элементов операцией (обо​значаемой *), обладающее следующими четырьмя свойствами:
1) замкнутость: для каждой пары а и b  множества эле​мент с = а*bпринадлежит множеству;
2) ассоциативность: для  всех а, b  и с из  множества
а * (b* с) = (а*b) * с;
3) существование единицы: в множестве существует элемент е, называемый единичным элементом и такой, что
а* е = е* а = а
для любого элемента а множества;
4) существование обратных элементов: для любого а из мно​жества существует некоторый элемент b из множества, называе​мый обратным элементу а и такой, что
а* b= b а = е.
Если группа Q содержит конечное число элементов, то она называется конечной группой, а число элементов в Q называется порядком Q.
Некоторые группы обладают тем дополнительным свойством, что для любых а и bиз группы
а* b=b * а.
Это свойство называется коммутативностью. Группы, облада​ющие этим дополнительным свойством, называются коммутатив​ными или абелевыми группами. За исключением некоторого мате​риала этого параграфа, мы всегда будем иметь дело с абелевыми группами.
В случае абелевых групп групповая операция обозначается символом + и называется сложением (даже тогда, когда она не является обычным арифметическим сложением). В этом случае единичный элемент называется нулем и обозначается 0, а обрат​ный элементу а элемент записывается в виде —а, так что
а + (—а) = (—а) + а = 0.
Иногда групповая операция обозначается символом • и назы​вается умножением (даже тогда, когда она не является обычным арифметическим умножением). В этом случае единичный элемент называется единицей и обозначается 1, а обратный элементу а элемент записывается в виде а-1, так что 

а-а-1 = а-1-а = 1.
Теорема 1.1.2. Единичный элемент в каждой группе, является единственным. Для каждого элемента группы обратный элемент также является единственным, и (а-1)-1 = а.
Доказательство. Предположим, что е и е' — единичные эле​менты группы; тогда е = е*е' = е'. Далее, предположим, что b и b' — элементы, обратные элементу а; тогда
b =b*(а*b') = (b*а)*b' = b'.
Наконец,   а-1а = аа-1 = 1,   так  что а—обратный    элементу а-1. Но   в   силу   единственности   обратного   элемента  (а-1)-1 = а.
Имеется бесконечно много примеров групп. Многие группы содержат бесконечное число элементов. Примерами являются целые числа относительно сложения, положительные рацио​нальные числа относительно умножения 1), множество вещественно значных (2 X 2)-матриц относительно сложения. Многие дру​гие группы содержат только конечное число элементов. Приме​рами являются двухэлементное множество {О, 1} относительно операции «исключительного или» (сложения по модулю 2), мно​жество {О, 1, ..., 8, 9| относительно сложения по модулю 10 и т. д. В качестве более сложного примера построим конечную не абелевую группу, т. е. менее известную структуру. Одним из способов построения групп с интересной алгебраической струк​турой является исследование преобразований простых геометри​ческих фигур и алгебраическая интерпретация этих преобразо​ваний. Например, равносторонний треугольник с вершинами А, б и С (занумерованными по часовой стрелке) можно вращением или отражением относительно оси отобразить на себя точно шестью различными способами, причем каждое из этих враще​ний и отражений имеет обратное преобразование. Используя некоторые очевидные факты, можно быстро построить алгебраи​ческую группу. Обозначим эти шесть преобразований символами 1, а, b, с, d и е следующим образом:
1=(АВС=АВС)
(нет изменений),

a=(ABC=САВ)
{вращение против часовой стрелки),
  b=(ABC=BCA)
(вращение  по часовой стрелке), 
 c=(ABC=ACB)
(отражение относительно биссек​трисы угла' A)
 d=(ABC=CBA)

(отражение относительно биссек​трисы угла В),
 е =(АВС=ВАС)
  (отражение относительно биссек​трисы угла С),
где преобразование АВС=ВСА означает, что вершина А переходит в вершину В, вершина В переходит в вершину С, а вершина С переходит в вершину А. Таким образом, треугольник поворачивается на 120°. Пусть группа (G, *) определяется мно​жеством                                              ​
 
G = {1, а, Ь, с, d, е}\
и y*х является элементом группы, обозначающим преобразо​вание, которое получается последовательным выполнением сна​чала преобразования х, а затем преобразования у; например,
а * d = (АВС = ВС А) * (ABС=СВА) = (АВС=ВАС) = е. Поступая  таким  образом,  можно  построить таблицу для  х*у:
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Поскольку таблица построена, можно забыть о ее геометри​ческом происхождении. Таблица сама определяет группу. Под​черкнем, что это пример не абелевой группы, так как а*с = с* а. Заметим также, что каждый элемент появляется один раз в каж​дом столбце и в каждой строке. Для конечных групп это выпол​няется всегда.
Нашим последним примером группы является группа пере​становок n букв. Пусть X представляет собой множество {1, 2, ..., п}. Взаимно-однозначное отображение этого множества на самого себя называется перестановкой. Всего имеется п! таких перестановок, и можно определить группу, называемую симме​трической группой и обозначаемую через Sn, элементами которой являются перестановки на множестве X. (Сначала может не​сколько смущать то обстоятельство, что элементами группы яв​ляются операторы — операторы перестановок на множестве X. На самом деле в примере преобразований равностороннего тре​угольника речь также идет о группе перестановок.) Если взять перестановку на выбранных целых числах и переставить их еще раз, то получится другая перестановка на этих целых числах. Выберем в качестве групповой операции * такую композицию перестановок и возьмем, например, п = 4. Всего имеется 4! = 24 перестановок в группе S4. Типичный элемент группы 54 равен
a = [(1 2 3 4) = (3 1 4 2) ]
и является перестановкой, заменяющей 1 на 3, 2 на 1, 3 на 4 и 4 на 2. Другой такой перестановкой является
b =  [(1 2 3 4)= (4 1 3 2)].
Тогда произведение b* а в группе S4 равно перестановке, полу​чающейся в результате применения сначала а, а затем b:
Ь*а =  [(1  2 3 4)->- (2 3 4 1)],
что является элементом группы S4. С таким определением умно​жения группа перестановок 54 является не абелевой группой, содержащей 24 элемента.
Пусть G — группа, и пусть H — некоторое подмножество в G. Тогда Н называется подгруппой группы G, если оно является группой относительно ограничения операции * на H. Для того чтобы проверить, что непустое множество H является подгруп​пой группы G, необходимо только проверить, что для всех а и  b из H элемент а * b принадлежит H (замкнутость) и что элемент, обратный к a из H, также принадлежит H. Остальные группо​вые свойства наследуются из группы G. Как вскоре мы увидим при рассмотрении циклических подгрупп, в случае конечных групп из свойства замкнутости автоматически вытекает даже свойство существования обратного элемента.
Например, множество всех четных чисел и множество чисел, кратных 3, являются подгруппами в множестве всех целых чисел (положительных, отрицательных и нуля) относительно опера​ции сложения.
Один из путей построения подгруппы H конечной группы G состоит в выборе произвольного элемента h группы G и формиро​вании H как множества элементов, образованных умножением h на самого себя произвольное число раз. Таким образом, строим последовательность элементов
h,   h*h, h*h*h, h*h*h*h, ....
обозначая их для простоты через h, h2, h3, h4, ... . Так как G ко​нечна, то только конечное число этих элементов различно, так что с некоторого момента последовательность начнет повторяться. Первым повторяющимся элементом должен быть сам элемент h, так как если два различных элемента h1 и h! равны, то их можно умножить на элемент, обратный h, и получить, что h(i-1) и h(j-1) также равны. Далее заметим, что если h,j = h, то h(j-1) = 1, еди​ничному элементу группы. Множество H называется подгруп​пой, порожденной элементом h.. Число с элементов в H называется порядком элемента h. Множество элементов h, h2, h3, ..., hс = 1 называется циклом. Цикл является подгруппой, так как произ​ведение двух элементов такого вида снова является элементом этого вида, а элемент, обратный элементу h1, равен h(c-i) и, следо​вательно, является одним из элементов цикла. Группа, состоя​щая из всех степеней одного из ее элементов, называется цик​лической группой.
Для заданных конечной группы G и подгруппы H существует важная операция, которая устанавливает некоторые взаимо​связи между G и H и называется разложением группы G на смеж​ные классы по H. Обозначим через h1, h2, h3, ... элементы из H, причем через h1 обозначим единичный элемент. Построим таб​лицу следующим образом. Первая строка состоит из элементов подгруппы H, причем первым слева выписан единичный элемент h1 и каждый элемент из H записан в строке один и только один раз. Выберем произвольный элемент группы G, не содержащийся в первой строке. Назовем его g2 и используем в качестве первого элемента второй строки. Остальные элементы второй строки получаются умножением слева элементов подгруппы на этот пер​вый элемент. Аналогично строим третью, четвертую и пятую строки: каждый раз в качестве элемента первого столбца выби​раем не использованный на предыдущих шагах элемент группы G. Построение заканчивается тогда, когда после некоторого шага оказывается, что каждый элемент группы записан в некотором месте таблицы. Процесс обрывается в силу конечности G. В ре​зультате получается следующая таблица
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          gm *  h1 =gm          gm *  h2             gm* h3                             gm *  hn

Первый элемент слева в каждой строке называется лидером смеж​ного класса. Каждая строка таблицы называется левым смежным классом, а в случае абелевой группы — просто смежным классом. Если при построении разложения группы на смежные классы использовать правое умножение на элементы группы G вместо левого, то строки называются правыми смежными классами. В силу указанных выше правил построения разложение на смеж​ные классы всегда представляется прямоугольной таблицей, все строки которой полностью заполнены. Докажем теперь, что всегда получается таблица, в которой каждый элемент группы встречается точно один раз.
Теорема 1.1.3. В разложении группы G на смежные классы каждый элемент из G встречается один и только один раз.
Доказательство. Каждый элемент появится хотя бы один раз, так как в противном случае процесс не остановится. Докажем теперь, что каждый элемент не может появиться дважды в одной и той же строке и что один и тот же элемент не может появиться в двух разных строках.
Предположим, что два элемента одной и той же строки, gi *  hk             и gi *  hj             равны. Тогда умножение. каждого из них на gi(-1)дает равенство hk= hj . Это противоречит тому, что каждый элемент подгруппы выписан в первой строке только один раз.
Предположим, что два элемента различных строк gi*hj, и gk*h равны и что k<j.Умножение справа на hj-1приводит к равенству gi=gk*hj*hj-1 Тогда gi порождает k-й смежный класс, так как элемент hj*hj-1принадлежит k подгруппе.
 Это противоречит указанному выше правилу выбора лидеров смеж​ных классов.                                                                                                                    Следствие 1.1.4. Если   Н — подгруппа  группы   G,   то   число элементов в Н делит число элементов в G.  Таким образом, (Порядок H)- (Число смежных классов G по H)= (Порядок G).

Доказательство следует непосредственно из прямоугольности таблицы разложения на смежные классы.
Теорема 1.1.5. Порядок конечной группы делится на порядок любого из ее элементов.
Доказательство. Группа содержит циклическую подгруппу, порожденную любым из ее элементов; таким образом, утвержде​ние теоремы вытекает из следствия 1.1.4.
1.2. КОЛЬЦА

Следующей необходимой нам алгебраической структурой является кольцо. Кольцо представляет собой абстрактное множество, которое является абелевой группой и наделено дополнительной структурой.
Определение 1.2.1. Кольцом R называется множество с двумя определенными на нем операциями: первая называется сложением (обозначается +), вторая называется умножением (обозначается соседним расположением), причем имеют место следующие ак​сиомы:
1) относительно сложения (+) R является абелевой групцой;
2) замкнутость: произведение аЬ принадлежит R для любых а и Ь из R;
3) закон, ассоциативности: '
а (Ьс) =  (аЬ) с;

4) закон дистрибутивности:
а (Ь + с) = аЬ + ас,    (Ь + с) а = Ьа + ca.
Сложение в кольце всегда коммутативно, а умножение не обязательно должно быть коммутативным. Коммутативное кольцо — это кольцо, в котором умножение коммутативно, т. е. аb = bа для всех а и Ь из R
Закон дистрибутивности в определении кольца связывает операции сложения и умножения. Этот закон имеет несколько непосредственных следствий, как, например, приведенная ниже теорема.
Теорема 1.2.2. Для произвольных элементов а и b в кольце R
(1)   a0= 0a
 (2) а (—Ь) = (—а) Ь = — (аЬ).
.     ..     .
Доказательство.
(1).   аО = а (0 + 0) = аО + аО.
Вычитая из обеих частей равенства аО, получаем 0 = аО. Вторая часть утверждения (1) доказывается аналогично, 
(2). О = аО = а (b — b) = аb + а (—b). Следовательно, а (-b) = - (аb).Вторая часть утверждения (2) доказывается   аналогично.
Операция сложения в кольце имеет единичный элемент, назы​ваемый нулем. Операция умножения не обязательно имеет еди​ничный элемент, но если он есть, то является единственным. Кольцо, обладающее единственным элементом относительно умно​жения, называется кольцом с единицей. Этот единичный элемент называется единицей и обозначается символом 1. Тогда для всех а из R имеет место равенство
1а = а1= а.
Относительно операции сложения каждый элемент кольца имеет обратный. Относительно операции умножения элемент, обратный данному элементу, не обязательно существует, но в кольце с единицей обратные элементы могут существовать. Это означает, что для данного элемента а может существовать элемент b, такой, что аb = 1. Если это так, то b называется пра​вым обратным к а. Аналогично если существует элемент с, такой, что cа = 1, то с называется левым обратным к а.
Теорема 1.2.3.  В кольце с единицей:

 (1)-    единица единственна;
(2)   если элемент а имеет как правый обратный b,  так и левый обратный с, то элемент а называется обратимым, причем  обратный  ему  элемент  является  единственным (и обозначается через а-1);
(3)
(a--1)-1 =a
Доказательство.Рассуждения аналогичны приведенным при доказательстве теоремы 1.1.2. Обратимый элемент кольца называется единицей. Множество всех единиц в кольце замкнуто относительно умножения, так как если а и b — единицы, то с = ab имеет обратный элемент, равный с-1 =b-1a-1

Теорема 1.2.4.
(1)   Множество единиц кольца образует группу относительно умножения в кольце
(2) Если с = аb и с — единица, то а имеет правый обратный,
а  b — левый обратный элемент..
Доказательство.   Непосредственная  проверка.

Имеется много известных примеров колец, и ниже приводятся некоторые из них. Представляется поучительным проиллюстри​ровать этими примерами теоремы 1.2.3 и 1.2.4.
1. Множество всех вещественных чисел образует коммута​тивное кольцо с единицей относительно обычных сложения и ум​ножения. Каждый ненулевой элемент кольца является единицей.
2. Множество всех целых чисел (положительных, отрицатель​ных и нуля) образует коммутативное кольцо с единицей относи​тельно обычных сложения и умножения. Это кольцо принято обозначать через 2; его единицами являются только ±1.
3. Множество всех квадратных (N X N)-матриц, элементами которых являются вещественные числа, образует некоммутатив​ное кольцо с единицей относительно матричного сложения и умножения. Единицей является единичная (N X N)-матрица. Еди​ницами в кольце служат все невырожденные матрицы.
4. Множество всех квадратных (N X N)-матриц, элементами которых являются целые числа, образует некоммутативное кольцо с единицей относительно матричного сложения и умножения.
5. Множество всех многочленов от x с вещественными коэф​фициентами образует коммутативное кольцо с единицей отно​сительно сложения и умножения многочленов. Единицей кольца является многочлен нулевой степени p (x) = 1.

1.3. ПОЛЯ


Нестрого говоря, абелевой группой является множество, в кото​ром можно складывать и вычитать, а кольцом — множество, в котором можно складывать, вычитать и умножать. Более сильной алгебраической структурой, называемой полем, является множество, в котором можно складывать, вычитать, умножать и делить.
Определение 1.3.1. Полем, называется множество с двумя определенными на нем операциями — сложением и умножением, -причем имеют место следующие аксиомы:
1) множество образует абелевую группу  по сложению;
2) поле замкнуто относительно умножения, и множество нену​левых элементов образует абелевую группу по умножению;
3) закон дистрибутивности:
(а + b) с = ас + bс для  любых  а,   b,   с  из   поля.
Единичный элемент относительно сложения принято обозна​чать через О/и называть нулем, аддитивный обратный элементу а элемент — через -а; единичный элемент относительно умноже​ния обозначать через 1 и называть единицей, мультипликативный обратный к элементу а элемент — через a-1. Под вычитанием (а -b) понимается а + (-b); под делением (а/b) понимается b-1а.
Широко известны следующие примеры полей:
1) R: множество вещественных чисел,
2) С: множество комплексных чисел,
3) Q: множество рациональных чисел.
Все эти поля содержат бесконечное множество элементов. Мы интересуемся полями, содержащими конечное число элемен​тов. Поле с q  элементами, если оно существует, называется конеч​ным полем или полем Галуа и обозначается через GF (q).
Что представляет собой наименьшее поле? Оно обязательно содержит нулевой элемент и единичный элемент. На самом деле этого уже достаточно при следующих таблицах сложения и умно​жения:
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Это поле GF (2). Проверка показывает, что не существует другого поля с двумя элементами. Ниже конечные поля будут изучены более детально. Сейчас мы приведем два простых примера и опишем их таблицами сло​жения и умножения (вычитание и деление неявно определяются этими же таблицами).
Поле GF(3) = {0, 1, 2} с операциями
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Поле GF(4)={0,1,2,3} c операциями
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Отметим, что умножение в поле GF (4) не является умножением по модулю 4 и сложение не является сложением по модулю 4.
Существуют многие другие поля Галуа. Даже для этрх приме​ров очень маленьких полей не так легко с помощью простой про​верки установить, что они обладают указанной структурой. Структура этих и больших полей будет разъясняться ниже.
Прежде чем расстаться с этими примерами, заметим, что
поле GF(2) содержится в GF(4), так как в поле GF(4) два эле​
мента 0 и 1 складываются и умножаются точно так же, как они
складываются и умножаются в поле GF(2). Однако GF(2) не со​
держится в GF (3).

Определение 1.3.2. Пусть F- некоторое поле. Подмножество в F называется подполем, если оно само является полем относи​тельно наследуемых из F операций сложения и умножения. В этом случае исходное поле F называется расширением поля.
Для того чтобы доказать, что подмножество конечного поля является подполем, необходимо доказать только, что оно содер​жит ненулевой элемент и что оно замкнуто относительно сложе​ния и умножения. Все остальные необходимые свойства насле​дуются из F. Обратные элементу β по сложению или умножению элементы содержатся в порожденной β циклической группе относительно операции сложения или умножения.
Поле обладает всеми свойствами кольца, а также важным Дополнительным свойством — в нем всегда возможно сокращение.

Сокращение представляет собой слабую форму деления и озна​чает, что если аb = ас, то b = с.
Теорема 1.3.3. Если в произвольном поле аb = ас и а ≠ О, то b = с.
Доказательство. Умножить на а-1.

Некоторые кольца могут также удовлетворять этому условию сокращения, но все-таки не быть полями. Простым примером служит кольцо целых чисел. В этом кольце сокращение возможно, но приведенное для теоремы 1.3.3 доказательство не проходит, так как в этом кольце не существует элемента а-1. Кольца, в ко​торых всегда возможно сокращение, имеют специальное название.
Определение 1.3.4. Коммутативное кольцо, в котором b = с, если аb = ас и элемент а отличен от нуля, называется областью целостности.




2. АРИФМЕТИКА ПОЛЕЙ ГАЛУА
В настоящей главе мы возвращаемся к начатому в гл.1опи​санию структуры полей Галуа. Там мы ввели определение поля, но не указали процедур построения полей Галуа, а именно их таблиц сложения и умножения. Мы будем изучать поля Галуа с помощью двух построений, одно из которых основывается на кольце целых чисел, а другое—на кольцах много членов, и докажем, что таким образом можно построить все поля Галуа.
2.1.  КОЛЬЦО   ЦЕЛЫХ   ЧИСЕЛ
|
 Множество всех целых чисел (положительных, отрицательных и нуля) образуют кольцо относительно обычных операций сложе​ния и умножения. Это кольцо принято обозначать через Z. В данном параграфе мы будем изучать структуру кольца целых чисел.
Говорят, что целое число s делится на целое число r или что r делит s (или что r является делителем s),если rа=s, где а-не​которое целое число. Если r и делит s,и делится на s, то r=±s. Действительно, r=sа и s=rb для некоторых целых чисел а и b;следовательно, г=rаb и аb должно равняться 1.Так как а и b-целые, то и a, и b должны быть либо 1, либо - 1.

Положительное целое число р > 1, которое делится только на ±р или ±1, называется простым. Положительное целое число,  большее 1, не являющееся простым, называется составным. Наибольший общий делитель двух целых чисел г и s обозначается через НОД (r, s) и определяется как наибольшее положительное число, которое делит оба из них. Наименьшее общее кратное двух целых чисел r и s обозначается через НОК (r, s) и определяется как наименьшее положительное число, которое делится на оба из них. Два числа называются взаимно простыми, если их наибольший общий делитель равен 1.
В общем случае в кольце целых чисел деление возможно не всегда, зато имеют место две почти столь же важные операции, а именно сокращение и деление с остатком. В силу возможности сокращения кольцо целых чисел является областью целостности. Возможность деления c остатком (известного как алгоритм деле​ния) обычно доказывается с помощью конструктивной процедуры. Мы сформулируем его в виде самоочевидной теоремы.
Теорема 2.1.1 (алгоритм деления). Для каждой пары целых
чисел с и d при отличном от нуля d найдется единственная пара
целых чисел Q, (частное) и s (остаток), таких, что с=dQ+s,
где 0≤ s < | d\.
Обычно нас будет больше интересовать не частное, а остаток. Мы будем часто записывать остаток в виде равенства
s ≡ Rd [с],
которое читается так: s является остатком от деления с на d. Другим обозначением является
s = с (mod d).
Соотношение такого вида называется сравнение  и читается так: “s сравнимо с c по модулю d”. Оно означает, что при делении на d числа s и с имеют один и тот же остаток, но s не обязательно меньше d.
Вычисление остатка от сложного выражения, содержащего сложение и умножение, облегчается тем, что можно менять после​довательность выполнения операции вычисления остатка со сложением и умножением. А именно справедливо следующее утвер​ждение.
Теорема 2.1.2.
1. Rd(a+b)=Rd{ Rd (a) + Rd (b) }

2 . Rd(a*b)=Rd{ Rd (a) *Rd (b) }

Доказательство предоставляется читателю в качестве упраж​нения.

Используя алгоритм деления, можно найти наибольший общий Делитель двух целых чисел. Например, НОД (814, 187) находится следующим образом:


814 = 4x187 +66, 


187 = 2x66+55,


  66 = 1x55 + 11,


   55 = 5x11 +0. 
Так как НОД (814, 187) делит и 814, и 187, то он должен делить и остаток 66. Так как он делит и 187, и 66, то он делит и 55. Так как он делит и 66, и 55, то он делит и 11. С другой стороны, 11 делит 55, а поэтому и 66, и 187, и, наконец, также 814. Следовательно, НОД (814, 187) равен 11.
Теперь можно выразить 11 в виде линейной комбинации чисел 814 и 187, начиная снизу выписанной выше последовательности и поступая следующим образом:



11 = 66 — 1 x 55 = 66 – 1x (187- 2x 66) =




      = 3 x 66 — 1  x 187 = 3 x 814 — 13 x 187.
Следовательно, мы выразили НОД (814, 187) в виде линейной комбинации чисел 814 и 187 с коэффициентами из кольца целых чисел, а именно
НОД (814,  187) = 3 x 814 — 13 x  187.
'.
Эти рассуждения могут быть проведены в общем виде для произвольных целых чисел r и s и позволяют доказать приведенные ниже теорему и следствие.
Теорема 2.1.3 (алгоритм Евклида). Наибольший общий де​литель двух различных ненулевых целых чисел r и s может быть вычислен итеративным применением алгоритма деления. Предпо​ложим, что r < s и оба эти числа положительны; тогда алгоритм состоит в следующем:
  s = Q1.r + r1,
       r =  Q2.r1+ r2,
 r\ = Q3.r2  + r3,
rn-1=Qn+1rn.
и процесс заканчивается, когда полученный остаток равен нулю. Последний ненулевой остаток гп равен наибольшему общему дели​телю.
Наконец, мы приходим к важному и интуитивно не очевидному результату теории  чисел.
Следствие 2.1.4. Для любых целых чисел г и & существуют целые числа а и Ь, такие, что
НОД (r, s} = аr + bs.

Доказательство. Последний остаток в теореме 2.1.3 равен НОД(r,s). Воспользуемся множеством выписанных в этой теореме уравнений, чтобы исключить все остальные остатки. Это даст выражение для г в виде линейной комбинации r и s с целочисленными коэффициентами.

2.2.  КОНЕЧНЫЕ   ПОЛЯ,    ОСНОВАННЫЕ НА   КОЛЬЦЕ   ЦЕЛЫХ   ЧИСЕЛ


Имеется очень важная конструкция, позволяющая по заданному кольцу построить новое кольцо, называемое кольцом отношений. В случае произвольного кольца для построения кольца отноше​ний строятся смежные классы, однако в случае кольца целых чи​сел кольцо отношений строится просто. В некоторых случаях это построение приводит к полям (в случае, когда кольцо является об​ластью целостности).
Определение 2.2.1. Пусть q — положительное целое число. Кольцом отношений, именуемым также кольцом целых чисел по модулю q и обозначаемым через Z /(q), называется множество {0, 1, 2, … , q-1} с операциями сложения и умножения, опреде​ляемыми равенствами а + b = R.q (а + b), а·b = Rq (аb).
Элементы, обозначенные через 0, 1, …  ,q-1, принадлежат как Z, так и Z/(q). Пожалуй, лучше под элементами из Z,/(q) по​нимать не первые q элементов из Z, а некоторые другие объекты, обозначенные таким же образом. Произвольный элемент а из Z можно отобразить в Z/(q), полагая а = Rq. [а]. Два элемента а и b из Z, отображаемые в один элемент изZ\(q), сравнимы по модулю q и      а = b + mq  для некоторого целого т..
Теорема 2.2.2. Кольцо отношений Z\ (q) является кольцом.
Доказательство предоставляется читателю в качестве упраж​нения.
Как показывают примеры из § 1.4, арифметику полей GF (2) и GF (3) можно описать как сложение и умножение по модулю 2 и 3 соответственно, а арифметику в поле GF (4) так описать нельзя. Таким образом, в принятой нами символике GF (2) =Z/(2), GF (3) = Z/(3), GF (4)≠Z/(4). Общий результат дается следующей теоремой.
Теорема 2.2.3. Кольцо отношений Z/(q) является полем тогда и только тогда, когда q равно простому числу.
Доказательство. Предположим, что q — простое число. Для доказательства того, что кольцо является полем, надо показать, Что каждый ненулевой элемент имеет мультипликативный обрат-

ный. Пусть s — ненулевой элемент кольца; тогда 1 ≤ s ≤ q-1. Так как q просто, то НОД (.s, q) = 1, и в силу следствия 1.1.4
1 = аq+bs
для некоторых а и b. Таким образом,
-;
1 =Rq(1)=  Rq(аq+bs)= Rq{Rq(аq) + Rq(bs)}= Rq(bs)= Rq{Rq(b) Rq(s)}=

  
   =Rq{Rq(b) ,s}

Следовательно, элемент   Rq(b)  является мультипликативным обратным элементуsотносительно операции умножения  по  модулю  q.Теперь допустим, что q — составное число. Тогда q=rs.. Если данное  кольцо  представляет  собой  поле,  то  r имеет  обратный r-1 , и поэтому  s= Rq(s)= Rq(r-1rs)= Rq(r-1q)=0
Но s≠О, так что мы получили противоречие. Следовательно, рассматриваемое кольцо не является полем.

В случае когда кольцо отношений Z/(q)  образует поле, оно также обозначается через GF (q), чтобы подчеркнуть тот факт, что оно является полем.
                                        КИТАЙСКИЕ   ТЕОРЕМЫ   ОБ   ОСТАТКАХ

Когда можно однозначно определить целое число, если заданы только его вычеты по модулям нескольких целых чисел? Ответ на этот вопрос был известен еще в древнем Китае. Китайская теорема об остатках будет доказана в два этапа. Сначала мы докажем един​ственность решения, а затем его существование.
Теорема .2.2.4. Для заданного множества из k целых положи​тельных попарно взаимно простых чисел  m1, m2, ..., mк и множе​ства неотрицательных целых чисел с1 с2, ..., ск при сi < mi система сравнений
ci = с (mod тi;),     i=1,2,   ,k ,

имеет
не более одного решения с в интервале 0≤ c > Пki-1 mi 

Доказательство.   Предположим,   что  сиc'   являются  двумя лежащими в рассматриваемом интервале решениями.  Тогда с =Qi mi +ci  и c'=Qi'mi+ci  и, следовательно, с — с'  кратно mi для каждого i, а так как mi  по​парно взаимно просты, то с — с  кратно Пki-1 mi .. Но число с — с' лежит между — (Пki-1 mi — 1) и Пki-1 mi— 1.   Единственным  по​ложительным числом, удовлетворяющим этим условиям, является с — с' =0. Следовательно, с = с' .

Для того чтобы практически найти решение выписанной в тео​реме 2.3.1 системы сравнений, воспользуемся следствием 2.1.4 из алгоритма Евклида, согласно которому в кольце целых чисел 
НОД (г, s) =аг + bs для некоторых целых а и b. 
Для заданного множества попарно взаимно простых положи​тельных целых чисел m1, m2, ..., mк, положим М = Пki-1 mi  и Мi = М/ mi. Тогда НОД (Мi,ь т,) = 1, и, следовательно, суще​ствуют такие целые Ni,  и ni, что Ni Mi +nimi=1.

Теперь  можно доказать следующую теорему.
Теорема 2.2.5. Пусть М = Пki-1 mi  — произведение попарно взаимно простых положительных целых чисел, пусть Мi = М/ mi,, и пусть Ni, удовлетворяют равенству Ni Mi +nimi=1.Тогда единственным решением системы сравнений
ci = с (mod тi;),     i=1,2,   ,k , будет]




    k


c = ∑ Ni Mi ci    (mod M),    
     
    i=1

Доказательство. Поскольку мы уже знаем, что решение рас​сматриваемой системы сравнений единственно, надо только дока​зать, что выписанное выше с действительно является решением. Но
 k

c = ∑ Ni Mi ci    (mod mi)= Ni Mi ci    (mod mi),     
i=1

ибо mi делит Мr при r≠i. Наконец, так как Ni Mi +nimi=1.то Ni Mi  =1(mod mi) и ci = с (mod тi;),     i=1,2,   ,k , что и завершает доказа​тельство.
2.3.  КОЛЬЦА   МНОГОЧЛЕНОВ

Многочленом над полем GF(q) называется математическое выра​жение
f(x)= fn-1 xn-1+fn-2 xn-2 +…+f1 x1 +f0 ,

где символ x; называется неопределенной переменной, коэффициенты fn-1, . .., fо принадлежат полю GF(q), а индексы и показатели сте​пеней являются целыми числами. Нулевым многочленом назы​вается многочлен f(x)=0. Приведенным многочленом называется многочлен, старший коэффициент /п-1 которого равен 1. Два мно​гочлена равны, если равны все их коэффициенты fi.
Степенью ненулевого многочлена f (х) называется индекс старшего коэффициента fn-1; степень многочлена / (х) обозначается через degf(x). Степень ненулевого многочлена всегда конечна. Степень^ нулевого многочлена по соглашению полагается равной отрицательной бесконечности     (-∞) .
Множество всех многочленов над полем GF(q)  образует кольцо относительно сложения и умножения, определяемых по обычным правилам сложения и умножения многочленов. Такое полиномиальное кольцо можно определить для каждого поля Галуа GF(q). Это кольцо обозначается через GF(q)(x). В исследованиях по кольцам GF(q)(x) элементы поля GF(q) иногда называются скалярами.
Суммой двух многочленов f (х) и g (х) из GF(q)(x) называется многочлен из GF(q)(x),, определяемый равенством


 

∞

 f(x)+g(x)=∑ (fi + gi)xi,   

           i=0
где, конечно, члены с индексом, большим наибольшей из степеней многочленов f(x)и g(x), равны нулю. Степень суммы не превос​ходит наибольшей из этих двух степеней. Например, над GF(2)




(x3 +x2 +1) +(x2 +x +1)= x3 +(1 +1)x2 +x +(1 +1)=x3 +x
Произведением двух многочленов из GF(q)(x) называется многочлен из GF(q)(x), определяемый равенством,

   





         i




          






f(x)g(x) = ∑i(fjgi-j) x   
. Например, над GF(2)       x3 +x2 +1) +(x2 +x +1)= x5 +x +1.  

   

     Степень произведения равна сумме степеней множителей.
Кольцо многочленов во многих отношениях аналогично кольцу целых чисел. Чтобы сделать эту аналогию очевидной, в изложе​нии данного параграфа мы следуем § 2.1. Скажем, что многочлен s(x) делится на многочлен r(x) или что r (х) делит s (х), если су​ществует многочлен а(х), такой, что r (х) а (х) = s (х). Многочлен p (х), делящийся только на многочлены ар (х) или a, где а- про​извольный ненулевой элемент поля GF(q), называется неприводи​мым многочленом.Приведенный неприводимый многочлен назы​вается простым многочленом.
Наибольший общий делитель двух многочленов r (x) и s(x) обо​значается через НОД [r (х), s (х) ] и определяется как приведенный многочлен наибольшей степени, делящий одновременно оба из них. Наименьшее общее кратное двух многочленов r (х) и s (х) обозна​чается через НОК [r (х), s (х) \ и определяется как приведенный многочлен наименьшей степени, делящийся на оба из них. Как мы увидим, наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное определены единственным образом, так что наше определение кор​ректно. Если наибольший общий делитель двух многочленов ра​вен 1, то они называются взаимно простыми.
Если r(х) одновременно делится на s(х) и делит s (х), то r (х) = as(x), где а -элемент поля GF(q). Это доказывается следую​щим образом. Должны существовать многочлены а (х) и b (х), та​кие, что r (х) = s (х) а (х) и s (х) = r (х)b (х); следовательно, r (х) = r (x) b (х) а (х). Но степень правой части равна сумме степеней r (х), b (х) и а (х). Так как эта величина должна быть равной степени левой части, то b (х) и а (х) должны иметь нулевую степень и, таким образом, являться скалярами.
Для многочленов над полем вещественных чисел очень полезна (и элементарно вводится) операция дифференцирования. В случае многочленов над конечным полем определение дифференцирова​ния в смысле операции предельного перехода невозможно. Тем не менее удобно определить операцию над многочленами, резуль​тат которой ведет себя так, как вела бы производная. Такой мно​гочлен называется формальной производной от многочлена.
Определение 2.3.1. Пусть r (х) = rп-1хп-1 + rп-2 хп-2 +• • • +r1x +r0 —многочлен над GF(q) Формальная производная от r (х) определяется как многочлен вида
r' (х) = ((п - 1))rn-1 xn-2 + ((п - 2)) гn-2_xn-3 + • • • + r1 ,
где коэффициенты ((i)) называются числами поля ОР (а) и вычис​ляются как сумма I единиц членов в поле GF(q)
((i)) = 1 + 1 +•••+ 1.
Легко проверить, что сохраняются многие полезные свойства производных, а именно что

﴾r (x) s (x)﴿ ’   =   r'(x) s(x)  +  r(x) s'(X)
и что если а2(х) делит r (х), то а (х) делит r' (х.)
В кольце многочленов, так же как и в кольце целых чисел, деление в общем случае невозможно. Однако для многочленов над полями тоже имеют место сокращение и деление с остатком. Алгоритм деления для многочленов дается следующим утвержде​нием.
Теорема 2.3.2 (алгоритм деления для многочленов). Для каждой пары многочленов с(х) и d(х), d(х)≠0, существует единственная пара многочленов Q(х) (частное) и s(х) (остаток), таких, что
с (х) = Q(х)а (х) + s (х)  и   deg s(x)< deg d(x)ю
Доказательство.  Частное и остаток находятся по элементарному правилу деления многочленов.  Они единственны, так   как
если



с (х) = d(х) Q1(х) + s1(х) = d(х)Q2(x) + s2 (х),
то


d(х) (Q2(x) - Q2(х) ) = s2 (х) –s1(х) . 


В правой части стоит ненулевой многочлен, степень которого меньше deg d (х), а в     левой— ненулевой многочлен, степень которого не меньше deg d (х). Следовательно, оба многочлена равны нулю, и представление единственно.


Практическое вычисление частного и остатка выполняется с помощью простого правила деления многочленов «уголком». Обычно мы будем больше интересоваться не частным, а остатком. Остаток можно также записать в виде s (х) = Rd(х)[с (х)]. Часто остаток называют вычетом многочлена с(х) по модулю многочлена d(х). Несколько отличным понятием является сравнение
s(х)≡с (х) (mod d(х)),
которое означает, что при делении на d (х) многочлены s(х) и c(х) дают один и тот же остаток, но степень многочлена s(х) не обязательно меньше степени многочлена d(х).

Иногда при вычислении остатка удобнее разбивать деление на этапы. Это можно осуществить с помощью следующей теоремы. 

Теорема 2.3.3.  Пусть d(х) кратен многочлену g(х). Тогда для любого   а (х)



Rg(х)[a (х)]= Rg(x)[ Rd(х)[a(х)].
Доказательство. Пусть d(х) = g(х) h(х) для некоторого h(х). Раскрывая правую часть, получаем
a(х) =Q1 d(х) + Rd(х)[a(х)]= Q1(х) g(х) h(х) +Q2(х) g(х) +Rg(x) [Rd(х)[a(х)]},
 где степень  остатка  меньше  deg g(x).  Раскрывая  левую часть, имеем
а(х) = Q3(х)g(х) + Rg(х)[a (х)],.
и, согласно алгоритму деления, такая запись однозначна при степени остатка, меньшей deg g(x). Теорема вытекает из отождествления подобных членов в обоих выражениях.

       Теорема 2.3.4.           

     (1) Rd(х)[a(х)+b(x)]= Rd(х)[a(х)]+ Rd(х)[b(х)]
,    (2 ) Rd(х)[a(х)b(x)]= Rd(х)[ Rd(х)[a(х)] Rd(х)[b(х)].]
Доказательство сводится к упражнению: использовать алгоритм деления для выражений в обеих частях равенства и приравнять остатки.
       Подобно тому как часто бывает полезным представление положительных целых чисел в виде произведения простых сомножителей, часто бывает полезным представление приведенных много​
членов в виде произведения простых многочленов.
Теорема 2.3.5 (теорема об однозначном разложении). Ненулевой многочлен p(х) над некоторым полем однозначно (с точностью до порядка следования множителей) разлагается в произведение элемента поля и простых многочленов над этим полем
Доказательство. Ясно, что входящим в произведение элементом поля должен быть коэффициент рп-1, где п-1 —степень многочлена р (х). Можно пренебречь этим элементом и доказывать теорему для приведенных многочленов.
Предположим, что теорема не верна. Пусть р (х) — приведенный многочлен наименьшей степени, для которого не верна теорема. Тогда имеются два разложения:
р (х) = а1 (х) а2 (х) ... ак(х) = b1(х) b2 (х) ... bl(х),,
где ai(х) и bi(х) — простые многочлены.
Все многочлены ai(х) должны отличаться от всех многочле​нов bi (х), так как в противном случае можно было бы сократить общие члены и получить многочлен меньшей степени, который можно разложить двумя разными способами.
Без потери общности  предположим,  что степень многочлена b1(х) не больше степени многочлена а1(х).  Тогда
a1(х) = b1(х) Н(х) + s (х), где deg s(х)< deg b(х)< deg a(х).                      Далее,
                s(x) а2 (х) ... ак(х) = b1(х) { b2 (х) ... bl(х) — Н (х) а2 (х) ... ак(х)}
.
     Разложим многочлен s(х) и многочлен, стоящий в квадратных скобках, на простые множители, разделив, если надо, на соответствующий элемент поля так, чтобы все множители были приведенными. Поскольку b1 (х) не содержится в левой части, мы получили два различных разложения приведенного многочлена, степень которого меньше степени р (х). Это противоречие доказывает теорему. 
В силу теоремы об однозначном разложении теперь ясно, что для любых двух многочленов
 r(х) и b(х)  НОД[r(х), b(х)] и НОК[r(х), b(х)] являются единственными, так как наибольший общий делитель равен произведению всех общих для r(х) и b(х) простых делителей, причем каждый делитель входит в наименьшей из степеней, в которых он входит в r(х) и в b(x), а наименьшее общее кратное равно произведению всех простых делителей, входящих либо в r (х), либо в b(х), причем*"каждый делитель входит в наибольшей из степеней, в которых он входит в r(х) или в b(х). Далее, любой многочлен, делящий как r(х), так и b(х), делит НОД{r(х), b (х)},  а любой многочлен,  делящийся  и  на  r(х), и на b(х),   делится   на   НОК[r (х), b(х)].
Из алгоритма деления многочленов вытекает важное следствие, известнее под названием  алгоритма  Евклида для  многочленов.
Теорема    2.3.6     ( алгоритм   Евклида    для     многочленов). Наибольший общий делитель двух многочленов r(х) и s(х) над полем GF(q) можно вычислить с помощью итеративного приме​нения алгоритма деления. Если 0≤ deg r(x) ≤ deg s(x), то последовательность вычислений такова:
s(x) =Q1(x) r(x) +r1(x)

r(x) =Q2(x) r2 (x) +r3(x)

r1(x) =Q3(x) r2(x) +r4(x)

.

 rп-1(x) =Qn+1(x) rп(x),
и процесс обрывается, как только получается равный нулю остаток..
Тогда rп(х) = а НОД [r(х), s(х)], где а некоторый скаляр.
Доказательство. Отправляясь от первого уравнения, видим, что НОД[r(х),s(х)] делит и делимое, и делитель, и, следовательно, остаток. Проводя это рассуждение далее по всем уравнениям, видим, что НОД[r(x), s(х)] делит rn (х). Отправляясь от последнего уравнения, видим, что rп(х) делит делитель и остаток, так что он делит и делимое. Проводя это рассуждение по всем уравнениям вплоть до первого, видим, что rn(х) делит НОД [r(х), s(х)].Так как rп(х) делит НОД[r(х),s(х)] и делится на него, то получаем утверждение теоремы.
Следствие 2.3.7. НОД[r(х), s(х) ] = а(х) r(х) + b(х) s(х), где а(х) и b(х) —многочлены над GF(q).
 Доказательство. Последнее уравнение с ненулевым остатком в утверждении предыдущей теоремы дает выражение многочлена rп (х) через rп-1 (х) и _rn-2(х). Перебирая уравнения снизу вверх, исключаем сначала rп-1(х), затем rп-2(х),  и т. д. и в конце концов получим выражение rп (х) только через r(х) и s(х).
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 Для произвольного элемента β поля GF(q)  можно вычислить значение многочлена над GF(q)  в этой точке, подставив элемент β вместо неопределенной переменной. Например, пусть над GF(3)
р (х)=2x5+x4 +x2 +2.-...Тогда получаем
р (0) = 2-О5 + О4 + О2 + 2 = 2, 
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 р(I)=2·15+14+12 +  2 = 0,
 р (2) =2·25 + 24 + 22 + 2 = 2.
	Рис2.1 Пример полей

             GF(2) и GF(4)

	


         В случае поля вещественных чисел известной процедурой является вычисление значений многочлена в расширении этого поля; широко применяется вычисление значений многочлена с веществен​ными коэффициентами в поле комплексных чисел. Аналогично можно вычислять значения многочлена над GF(q) в расширении поля GF(q).Такое вычисление проводится подстановкой элементов из расширения поля вместо неопределенной переменной х и выполнения операций в расширении поля. Например, пусть над GF(2) 




р (х) =   х3 + х + 1. 





Тогда (см. рис. 2.1) для элементов поля СР (4)имеем




 




р (0) = О3 + 0 + 1 = 1,





р (1) = I3 + 1 + 1 = 1,

р (2) = 23 + 2 + 1 = 2,
р (3) = З3 + 3 + 1 = 3.
Если p(β) = 0, то элемент β называется корнем многочлена p(х) или корнем уравнения p(х) = 0. Многочлен не обязательно имеет корни в своем собственном поле. Многочлен

p(x)= х3 + х + 1 не имеет корней в GF(2), а также в GF(4).









Теорема 2.3.8. Элемент β является корнем многочлена р (х) тогда только тогда, когда (х- β) делит р (х). Более того, корнями многочлена р (х) степени п являются не более п элементов поля.



Доказательство. Согласно алгоритму деления, р (х) = (Х - β) Q (х) + s(х),
где степень s(х) меньше единицы. Таким образом, s(х) является элементом  поля s0.  Следовательно,  0 = р (β) = (β — β) Q (β) +  s0.   и  соответственно  s(х) = s0 = 0
Обратно, если х -β делит р (х), то
р (х) = (x - β) Q(х),
так что р (β)= (β -β) Q(β) = 0, и, таким образом, β — корень многочлена р (х).Разложим теперь многочлен р (х) в произведение элемента поля и простых множителей. Степень многочлена р (х) равна сумме степеней простых множителей, и для каждого корня имеется один такой множитель. Следовательно, существует не более п корней.
КИТАЙСКИЕ   ТЕОРЕМЫ    ОБ   ОСТАТКАХ

Теорема 2.3.8. Для заданного множества попарно взаимно простых многочленов т1 (х), m2(х), ..., тk (х) и множества многочленов с1 (х), с2 (х), ..., сk (х), таких, что deg ci(x) < deg mi(x), система сравнена и
с1 (х) = с (х) (mod mi(x)  i = 1, ..., k, имеет не более одного решения с (х}, удовлетворяющего условию
                      k

dtg c(x<∑deg mi (x.).

              i=1

Доказательство.. Предположим, что имеются два решения, а именно
                     c(x) = Qi(x) mi(x) +ci(x)

и

                     c*(x) = Qi*(x) mi(x) +ci(x) ,
так что разность с(х) — с*(х) кратна многочлену т{ (х) для каждого i. Тогда многочлен с(х) — с*(х) кратен и многочлену ∏ki=1 mi(x), причем
deg [с(х) – с* (х)]<deg [ ∏k mi(x) ] ,
     i=1
Следовательно, с(х) — с*(х) = О, и доказательство закончено. 
Так же как и в кольце целых чисел, в кольце многочленов над произвольным полем выполняется равенство
НОД [r (х) , s(х)] = а (х) r(х) + b(х) s (х)
для некоторых а(х) и b(х). Для заданного множества попарно взаимно простых т{ (х) положим М (х) = Пki=1 mi (х) и Мi(х)=М(х)/т1(х) и допустим, что Ni (х) и пi (х) удовлетворяют ра​венствам Ni(х) Мi (х)+ пi(х) тi(х) = I; согласно следствию 2.3.7, такие многочлены  N{(х)  и  пг (х) всегда существуют

Теорема 2.3..9. Пусть М(х) = ∏ki=1 mi(x) - произведение попарно взаимно простых многочленов, и пусть Мi (х) = М (х)/тi (х)
и Ni(х) удовлетворяют равенствам Ni(х) Мi (х)+ пi(х) тi(х) = I. Тогда единственным решением системы сравнений ,
сi(х) = с (х) (mod mi(x)),    i = 1, ..., k, является
                        k
      с(х)=∑i=1 сi(х} Ni(х) Мi (х) (mod М (х)).
Доказательство. Так как мы уже знаем, что рассматриваемая система сравнений имеет не более одного решения, то нам надо только доказать, что выписанное выше с(х) действительно является решением. Но
с (х) = сг (х) N i (х) Мi (х) (mod mi(x)),

ибо тi (х) делит Мr (х), если r ≠ i. Наконец, так как

Ni(х) Мi (х)+ пi(х) тi(х) = I,
то Ni(х) Мi(х) = 1 (mod mi(x)) и с(х) = сi (х) (mod mi(x)), что и завершает доказательство.
2.4. КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ, ОСНОВАННЫЕ НА КОЛЬЦАХ МНОГОЧЛЕНОВ
Конечные поля можно построить из колец многочленов таким же образом, каким были построены поля из кольца целых чисел. Пусть имеется кольцо многочленов F [х] над полем F. Так же, как были построены для кольца Z, кольца отношений, можно построить и кольца отношений для кольца F [х]. Выбирая из F [х] произвольный многочлен р (х), можно определить кольцо отноше​ний, используя р (х) в качестве модуля для задания арифметики этого кольца. Мы ограничимся рассмотрением только приведенных многочленов, так как это ограничение снимает ненужную неопределенность построения.
Определение 2.4.1. Для произвольного приведенного многочлена р (х) ненулевой степени над полем F кольцом многочленов по модулю р (х) называется множество всех многочленов над F, степень которых не превосходит степени многочлена р (х), с операциями сложения и умножения многочленов по модулю р (х). Это кольцо принято обозначать через F(х)/(р (х)).
Произвольный элемент r(х) кольца F[х] можно отобразить в элемент кольца РF[х]/(р (х)) с помощью соответствия r(х) —RР (Х) [r (х)]. Два элемента a(х) и b(х) из F[х], отображаемые в один и тот же элемент из F[х]/(р(х)), называются сравнимыми:
а(х) = b(х)   (mod p(х)).
Тогда b(х) = а(х) +Q(х) р (х) для некоторого многочлена Q(х). 

Теорема 2.4.2.   Множество   F1х]/(р (х))    является  кольцом.
Доказательство предоставляется читателю в качестве упражнения.

Выберем в кольце многочленов над GF (2), например, многочлен р (х) = х3 + 1 . Тогда кольцо многочленов по модулю р (х) равно GF(2) [х]/(х3+ 1). Оно состоит из элементов 
{0, 1, х,,  x+1,x2 ,x2 +1,  х2 + х, х2 + х + 1}.   В этом кольце умножение выполняется, например, следующим образом:
( x2 +1 ) (x2)= Rx3+1 (( x2 +1 ) (x2)) = Rx3+1 (( x3 +1 ) x + x2 +x ) = x2 +x ,

где использована редукция по правилу    х4 = х (х3 + 1) + х.
Теорема 2.4.3. Кольцо многочленов по модулю приведенного многочлена р (х} является полем тогда и только тогда, когда многочлен р (х) прост (Напомним, что простой многочлен является одновременно неприводимым и приведенным. Для построения поля достаточно только неприводимости   р(х),   но мы условились рассматривать только приведенные многочлены, так что дальнейшие результаты носят менее общий характер) .
Доказательство. Пусть многочлен р (х) прост. Чтобы доказать, что рассматриваемое кольцо образует поле, достаточно показать, что каждый ненулевой элемент имеет мультипликативный обратный. Пусть s(х) —некоторый ненулевой элемент кольца. Тогда  deg s(х) < deg р(х). Так как многочлен р (х) прост, то НОД [s(x), р (х)] = 1. По следствию 2.3.7
НОД [s(x), р (х)] = 1 =a(х)р(х) + b(х) s (х)
для  некоторых  многочленов  а(х)  и  b(х).  Следовательно, 
1 = Rр(х)[1] = Rр(х)[a(х)р(х) + b(х) s (х)]=  Rр(х){ Rр(х)[a(х)р(х)} + Rр(х)[b(х) s(x)}} = Rр(х){ Rр(х)[b(х) s(x)}} = Rр(х){Rр(х)[b(х)} Rр(х)[ s(x)}} =  Rр(х){Rр(х)[b(х)}  s(x)} 
Таким образом, в кольце многочленов по модулю р (х) многочлен Rр(х)[b(х)}  является  мультипликативным  обратным  к  s(х).
Предположим теперь, что степень многочлена р (х) равна по меньшей мере 2 и что он не прост. Тогда   р (х) = r(х) s(х)   для некоторых  r(х) и  s(х), степени которых равны по меньшей мере 1. Если кольцо является полем, то многочлен r(х) имеет обратный  r-1(х), и поэтому
s(x) = Rр(х)[s(х)}= Rр(х)[ r-1(х) r(x) b(х)}= Rр(х)[ r-1(х) p(x) }= 0    
Но s(х) ≠ 0, и мы получаем противоречие. Следовательно, такое кольцо не может    быть полем.

Если над полем GFq) найден простой многочлен степени п, то, используя развитую в данном параграфе теорию, можно по​строить поле Галуа, содержащее qn элементов. В этом построении элементы поля представляются многочленами над GF(q) степени не выше (п -1). Всего существует qn таких многочленов, и, следова​тельно, их столько же, сколько элементов в поле.
	Многочлене обозначения 
	Двоичные обозначения
	Целочисленные обозначения
	Степенные обозначения

	0

1

x

x+1
	00

01

10

11
	0

1

2

3
	0 

x0

x1

x2





a)
	+
	0      1        x      x+1            *
	0       1        x       x+1

	0

1

x

x+1
	0       1        x      x+1          0

1       0       x+1     x            1

x      x+1      0       1            x

x+1    x        1       0         x+1
	0       0        0         0

0       1        x        x+1

0       x        x+1     1

0     x+1       1        x








б)

Рис. 2.2. Структура поля GF(4). а — представления поля GF(4); б—арифме​тические таблицы.
В качестве примера построим поле GF(4) по полю GF (2), используя примитивный многочлен р(х) = х2 + х + 1. Перебирая все возможные разложения, легко проверить неприводимость этого многочлена. Элементы поля задаются многочленами {О,  1,  х ,  х+ 1). Приведенные на рис. 2.2 таблицы сложения и умножения строятся по готовым правилам. Конечно, после того как арифметические таблицы построены, можно заменить многочленные обозначения на целочисленные или другие желаемые обозначения.. Таблица 2.1 содержит список простых многочленов над GF(2). Одним из способов проверки простоты этих многочленов является метод проб и ошибок, т. е. непосредственная проверка всех возможных разложений, хотя для многочленов высоких степеней для этого потребуется ЭВМ. Собранные в табл. 2.1 простые многочлены представляют собой специальные частные случаи простых многочленов, известных под названием примитивных многочленов. Как будет описано в следующем параграфе, они дают наиболее Удобное представление расширения поля.
В заключение параграфа подытожим, где мы находимся. Мы разработали необходимые для получения полей построения, которые будут использованы в дальнейшем, но для полного понимания предмета необходимы еще некоторые сведения. В частности, необходимо установить следующие факты: 1) над каждым полем Галуа существуют простые многочлены любой заданной степени;     2) разработанные построения достаточны для получения всех












Таблица 2.1



Простые многочлены над ОР (2
Степень         Простые многочлены
  2        x2 +x +1
3      x3 +x +1
4      x4 +x +1
5      x5 +x2 +1
6      x6 +x +1
7      x7 +x3 +1
8      x8 +x4 +x3 +x2 +1
9      x9 +x4 +1
10       x10 +x3 +1

11       x11 +x2 +1
Примечание. Все многочлены являются примитивными.
полей Галуа —других полей нет (Математическая строгость требует здесь большего формализма, и надо было бы сказать, что нет других полей с точностью до изоморфизма. Неформально это означает, что любые два поля Галуа с одинаковым числом элементов являются двумя различными представлениями одного и того же поля. Иллюзия другой структуры может быть, например, создана перестановкой тех же самых символов.) ; 3) в каждом поле имеются некоторые предпочтительные, так называемые примитивные эле​менты.
На рис. 2.3 дается сводка наиболее существенных результатов, относящихся к полям Галуа. Остальная часть главы посвящена
	1 Число элементов любого поля Галуа равно степени простого числа.
2 Для любого простого р и целого положительного т наименьшим подполем поля GF(рт) является поле GF(р) Элементы поля GF(р) называются целыми числами поля GF(рт) ,а число р- его характеристикой.
3 В поле Галуа характеристики 2 для каждого элемента β поля выполняется равенство β =β-
4 Для любого простого р и целого положительного т существует поле Галуа с рт элементами.
5 Каждое поле Галуа GF(q) содержит хотя бы один примитивный элемент.
6 Над каждым полем Галуа существует хотя бы один примитивный многочлен любой положительной степени.
7 Каждый примитивный элемент имеет над любым подполем простой минимальный многочлен.
8 Два поля Галуа с одним и тем же числом элементов изоморфны.
9 Для любого q, являющегося степенью простого числа, и любого положительного целого т поле GF(q) является подполем в GF(qт), а ОР (qт) является расширением поля GF(q).
10 Если п не делит т, то GF(qn) не является подполем поля GF(qm).
11 Для любого элемента поля GF(qт) степень минимального многочлена над GF(q) является делителем т.



Рис. 2.3. Некоторые основные свойства полей Галуа.
доказательству большинства из этих результатов и введению новых понятий. Доказательство существования примитивных многочленов мы откладываем до конца § 2.5.3.

2.5. ПРИМИТИВНЫЕ   ЭЛЕМЕНТЫ
В предыдущем параграфе было построено поле GF(4). На рис. 2.2 видно, , за исключением нуля, все элементы поля могут быть представлены в виде степени элемента х.
Определение 2.5.1.  Примитивным элементом поля GF(q) называется такой элемент α, что все элементы поля, за исключением нуля, могут быть представлены в виде степени элемента α.
Например, в поле GF(5) 21 =- 2, 22 = 4, 23 = 3, 24 = 1, так что 2 является примитивным элементом поля GF(5). Примитивные элементы полезны при построении полей, так как если один из них найден, то, перемножая степени этого примитивного элемента, можно построить таблицу умножения в поле. В данном параграфе будет доказано, что каждое поле содержит примитивный элемент.
Поле образует абелеву группу двояким способом. Множество всех элементов поля образует абелеву группу по сложению, и множество всех элементов поля, исключая нуль, образует абелеву группу по умножению. Мы будем работать с группой по умножению. Согласно теореме 1.2.5, порядок этой группы делится на порядок каждого ее элемента

Теорема 2.5.2.  Пусть  β1,   β2, … βq-1 поля ненулевые элементы GF (q); тогда

xq-1  -1 =(x- β1) (x- β2 )  …(x- βq-1)  
Доказательство. Множество ненулевых элементов поля GF(q) образует конечную группу по умножению. Пусть β, — какой-либо ненулевой элемент из GF(q), и пусть h — порядок этого элемента по умножению. Тогда, согласно теореме 1.2.5, h  делит q — 1. Следовательно,


β q-1= (βh)(q-1)/h=(1)(q-1)/h=1
так что β является корнем многочлена (xq-1  -1)  
Теорема 2.5.3. Группа ненулевых элементов поля GF(q) по умножению является циклической.
Доказательство. Если число   q- 1   простое, то теорема тривиальна, ибо порядок всех элементов, за исключением нуля и единицы, равен q-1, так что каждый такой элемент примитивен. Доказывать теорему надо только для составного числа   q-1 . Рассмотрим разложение числа q-1 на простые множители
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q-1=∏ piνi
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Так как GF(q) — поле, то среди его q-1 ненулевых элементов должен найтись хотя бы один, не являющийся корнем многочлена 





x(q-1)/ рi-1    поскольку этот многочлен может иметь не более     (q-1)/pi корней. Следовательно, для каждого i можно найти такой ненулевой элемент аi поля GF(q), что
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αi(q-1)/ рi≠1.       Пусть bi= аi         -1      и пусть        b = ∏=bi. Докажем. что порядок b равен q-1
             i=1

и, следовательно, группа является циклической.
Шаг 1   Порядок   элемента    bi   равен   piύi.    Доказательство.
                            piύi                                                                              ύi


            ni
Очевидно, что  bi  = 1, так что   порядок элемента bi делит pi. Он равен числу вида pi.  Если ni 
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       pi       (q-1)/pi
меньше ύI,-, то bi=1.  Но  bi  =ai(q-1)/pi ≠1 и,    следовательно,     порядок    элемента bi        равен   piύi .

Шаг 2. Порядок элемента b равен q — 1. Доказательство. Предположим, что bn = 1. Покажем сначала, что из этого следует равенство п= 0 (mod piύi ) для всех i = 1, ..., s. Для каждого i можно записать
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ибо, заменяя  b на ∏ bi   и используя равенство bjpj   = 1,   находим     b      j≠1
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Поскольку  pi  являются различными простыми числами, то п = 0 (mod piύi)   для    каждого   i.    Следовательно,    п = q-1.
Теорема доказана. Эта теорема дает важнейший ключ  к пониманию структуры полей  Галуа,   а  именно  следующее  утверждение.
Теорема 2.5.4. В каждом поле Галуа имеется примитивный элемент.
Доказательство. Так как ненулевые элементы поля  GF(q)  образуют циклическую группу, то среди них имеется элемент порядка д=q—1. Этот элемент является примитивным.

Использование примитивного элемента для умножения в поле иллюстрируется следующими примерами.
В поле GF(8) порядок каждого ненулевого элемента делит 7. Так. как 7 — простое число, то каждый элемент, за исключением нуля  и  единицы,   имеет  порядок,  равный  7,   и,  следовательно ,примитивен. Поле GF (8) можно построить с помощью многочлена
p(z)=z3 + z + 1 . Основываясь на примитивном элементе ά. = z, имеем 
 ά=    z(mod p(z)) = z;

 ά2=    z2(mod p(z))= z2
ά3=     z3(mod p(z) =z + 1);

ά4 =   z2 + z(mod p(z))= z2 +z
ά5=    z3 + z2(mod p(z))=z2 + z + 1
ά6=    z3 + z2 + z(mod p(z))=z2 +1;
ά7=    z3 + z(mod p(z))=1

В таком представлении умножение выполняется легко; например,  ά4 * ά5= ά7* ά2= ά2.

Порядок каждого элемента в поле GF(16) делит 15. Элемент может иметь порядок 1, 3, 5 или 15. Поле GF(16) можно построить с помощью многочлена р (z) = z4 + z + 1 и примитив​ного элемента ά = z; имеем
ά=    z(mod p(z)) = z;

ά2=    z2(mod p(z))= z2
ά3=     z3(mod p(z) =z3;

ά4 =   z4(mod p(z))= z+1
ά5=    z2 + z (mod p(z))= z2 + z
ά6=    z3 + z2(mod p(z))= z3 + z2;

ά7=    z4 +z3(mod p(z)) = z3+ z+1;
ά8=    z2 +z2 +z(mod p(z))= z2 +1
ά9=     z3 +z(mod p(z) =z3 +z;
ά10 =   z4 + z2(mod p(z))= z2 +z+1
ά11=    z3 + z2 +1(mod p(z))=z3 + z2 + z
ά12=    z4 + z3 + z2(mod p(z))= z3 + z2+z +1;
ά13=   z4 + z3 + z2+ z(mod p(z))= z3 + z2+1
ά14 =   z4 + z3+z(mod p(z))= z3 +1
ά15 =z4 + z(mod p(z))=1
В таком представлении поля умножение опять просто; например,
ά 11- ά 13 = ά 15- ά 9 = ά9.
При построении расширения  поля в виде множества многочленов удобно, чтобы многочлену х соответствовал примитивный элемент поля. В этом случае в таблице умножения можно использовать х в качестве основания логарифмов, и это самое простое из возможных оснований. Такое построение поля можно осуществить с помощью простых многочленов специального частного вида, называемых примитивными.
Определение 2.5.5. Примитивным многочленом р (х) над по​лем GF(q) называется простой многочлен над GF(q), такой, что в расширении поля, построенном по модулю р (х), соответствующий многочлену х элемент поля является примитивным.
Для каждого поля Галуа существуют примитивные многочлены всех степеней, но доказательство этого результата мы откладываем до конца следующего параграфа. Предваряя этот результат, можно сказать, что примитивный многочлен представляет соой простой многочлен, корнем которого является примитивный элемент поля.
2.6. СТРУКТУРА    КОНЕЧНОГО   ПОЛЯ
Ранее в данной главе мы изучали, как строить поле. Предполагая, что можно найти простой многочлен степени п над полем ά (q), мы научились строить конечное поле с  qп  элементами.
Теперь изменим точку зрения на противоположную. Вместо того чтобы строить поле, предположим, что нам дано конечное поле, и докажем, что независимо от происхождения этого поля всегда можно предполагать, что оно построено соответственно идеям, изложенным в предыдущих параграфах. Никаких других полей так построить нельзя.
В процессе работы над материалом данного параграфа мы углубим наше понимание структуры конечных полей. Структурные свойства будут полезны во многих приложениях. Мы докажем также, что для всех полей Галуа существуют простые многочлены всех степеней.
Определение 2.6.1. Число элементов наименьшего подполя поля GF(q) называется характеристикой поля GF(q).
Теорема 2.6.2. Каждое поле Галуа содержит единственное наименьшее подполе, число элементов которого равно простому числу. Следовательно, характеристика каждого поля Галуа является простым числом.
Доказательство. Поле содержит элементы 0 и 1. Для задания подполя   рассмотрим   подмножество  G = {О,  1,  1 + 1,   1 + 1 + 1,    ),   обозначая  его элементы через   {О,  1, 2, 3,  ...}.   Это  подмножество   является   циклической   группой    по   сложению, которая должна содержать конечное число р элементов. Мы покажем, что р — простое  число и  что  G = GF (р).  Сложение  в  G, является сложением по модулю р, так как G образует циклическую группу по сложению. В силу закона дистрибутивности умножение также должно быть умножением по модулю р, ибо
ά∙р = (1 + ••• + 1)∙р = р +....+ р,
где элемент p суммируется ά раз и суммирование ведется по мо​дулю р. Следовательно, умножение также является умножением по модулю р. По умножению каждый элемент обратим, так как последовательность {p, p2, p3, …} образует циклическую подгруппу в G.
Таким образом, подмножество G содержит единичный элемент, замкнуто относительно операций сложения и умножения и содержит элементы, обратные его элементам и по сложению, и по умножению. Следовательно, оно является подполем, и арифметика в этом подполе есть арифметика по модулю р. Но это в точности поле, описываемое теоремой 2.2.3, и, следовательно, р должно быть простым.
В поле Галуа GF(q) мы построили подполе GF (р), где р — простое число. В частности, если q, с которого мы начинаем, само является простым числом, то, как мы видим, поле GF(q) можно интерпретировать как поле чисел по модулю q. Следовательно, для заданного простого числа действительно существует только одно поле с данным числом элементов, хотя, конечно, оно может быть представлено многими разными способами. Два поля, различающиеся только представлениями, называются изоморфными.
Мы увидели, что исходное поле GF(q) является расширением подполя GF(р). Теперь мы рассмотрим многочлены над GF(р), корнями которых являются некоторые выбранные элементы поля GF(q). Для большей точности введем следующее определение.
Определение 2.6.3. Пусть GF(q) —некоторое поле, пусть GF(Q) —расширение поля GF(q), и пусть β —элемент GF(Q). Простой многочлен f(x) наименьшей степени над GF(q), для которого f(β)= 0, называется минимальным многочленом элемента β над GF(q).
Мы должны доказать, что минимальный многочлен всегда существует и является единственным.
Теорема 2.6.4. Каждый элемент β из GF(Q) имеет единственный минимальный многочлен над GF(q). Если минимальный многочлен элемента β равен f(х) и β является корнем многочлена g (х), то f(х) делит g (х).
Доказательство. Прежде всего β всегда является корнем многочлена xQ-х, представляющего собой многочлен над GF(q). Воспользуемся теоремой об однозначном разложении:
xQ-х=f1(x)∙f2(x)∙….∙fk(x)
 множители в правой части - все простые многочлены над полем GF(q)- Если β —корень левой части, то в правой части должен найтись некоторый член, корнем которого является β. Это может быть только один из членов правой части, так как над расширением GF(Q) простые многочлены дальше разлагаются в произведение линейных членов и констант, и  β  может быть корнем только одного из линейных членов.
Чтобы доказать вторую часть теоремы,  положим
g(x)= f(x) h(x) +s(x),
где степень многочлена s(х) меньше степени f(x;), так что β не может быть его корнем. Но
О =g(β) =f(β) h(β) +s(β); следовательно, s(х) должен равняться нулю, и теорема доказана.  

Следствие 2.6.5. Если  f1(x), ∙f2(x),∙….∙fk(x) —все различные многочлены над GF(q), являющиеся минимальными для одного или нескольких элементов из GF(Q), то
xQ-х=f1(x)∙f2(x)∙….∙fk(x)
.

Доказательство следует из теоремы, так как каждый такой элемент β является корнем многочлена х xQ-х.


При Q = q  разложение сводится к равенству
xq –x =x .(x-β1)((x-β2) …(x-βq-1),  
которое мы уже встречали в теореме 2.5.2. Минимальный много​член над GF(q) элемента β, принадлежащего GF(q), является многочленом первой степени f(x:) = x – β
.
Теорема 2.6.6. Пустьg (х) —произвольный многочлен над GF(q). Тогда существует расширение GF(Q), в котором g(х) распадается на произведение линейных множителей.
Доказательство.  Без потери общности можно предположить, что g(х)   приведен.   Построим  последовательность  расширений GF(q) < GF (Q1) <GF(Q2)< … <GF(Q) ) по следующему правилу. На каждом шаге запишем g(х) в виде произведения простых многочленов над GF(Qj). Если еще имеются нелинейные множители, то выберем один из них, скажем gj (х), и построим расширение поля GF(Qj), используя gj(у) в качестве простого модуля. В этом расширении g(х) можно разложить далее, поскольку новый элемент β = у является корнем многочлена g(х). Таким образом (в случае необходимости унифицируя обозначения) будем действовать до тех пор, пока все множители не станут линейными. Поскольку степень g(х) конечна, процесс закончится после конечного числа шагов.
Определение 2.6.7. Любое расширение поля GF(q), в котором многочлен g(х) над GF(q) распадается в произведение линейных множителей и констант, называется полем разложения много​члена g(х).
Теперь у нас есть все необходимое для описания структуры произвольного поля Галуа.
Теорема 2.6.8. Пусть а — примитивный элемент поля Галуа GF(Q), являющегося расширением поля GF(q), и пусть m — степень минимального многочлена f(х) элемента α над GF(q). Тогда число элементов в поле равно Q = qm и каждый элемент β может быть представлен в виде
β = аm-1α m-1+am-2αm-2 + ,,,, -+ a1α1+ a0,
где a0, a1, … ,am-1— элементы поля GF(q).
. :          :

Доказательство. Очевидно,   что   каждый  элемент   β   вида
β = аm-1α m-1+am-2αm-2 + ,,,, -+ a1α1+ a0

принадлежит полю GF(Q). Такое разложение единственно, так как если
β= bm-1α m-1+bm-2αm-2 + ,,,, -+ b1α1+ b0
— другое представление элемента р, то
О = (аm-1- bm-1)α m-1+ (am-2-bm-2)αm-2 + ,,,, -+ (a1 b1)α1+ a0-bm-1, и, следовательно, α является корнем многочлена степени  m- 1, что противоречит выбору числа m. Всего имеется qm таких элементов β, и, следовательно, число элементов поля Q не меньше qm . С другой стороны, каждый ненулевой элемент поля может быть представлен в виде некоторой степени элемента α. Но если f(х) — минимальный многочлен элемента α, то f(α) = 0. Следо​вательно,
αm+fm-1α m-1+fm-2αm-2 + ,,,, -+ f1α1+ f0=0,
Полученное равенство можно использовать для того, чтобы выразить элемент аm через сумму меньших степеней элемента α:
αm =-( fm-1α m-1+fm-2αm-2 + ,,,, -+ f1α1+ f0) 
Полученное соотношение можно повторно применять для редукции любой степени элемента α
к линейной комбинации степеней (αm-1, .,., α1, α°).
Следовательно, каждый элемент поля GF(Q) может быть представлен в виде линейной 
комбинации элементов (αm-1, .,., α1, α°), так что Q не может быть больше qm, и теорема доказана.
Следствие 2.6.9. Каждое поле Галуа содержит рm элементов, где р—некоторое простое, а m—положительное целое число.
Доказательство. Каждое поле Галуа содержит подполе с р элементами, к которому надо применить теорему 2.6.8.
Заметим, что теорему 2.6.8 можно использовать для того, чтобы связать с каждым элементом поля некоторый многочлен степени не выше m -1 путем простой замены элемента α на неопределенную переменную х. Эти многочлены можно рассматривать как элементы поля. Складываться и умножаться они будут по модулю минимального многочлена f(х) элемента α. Это в точности то же самое поле, которое получается в теореме 2.4.3, если в качестве простого многочлена выбрать f(х). Следовательно, число элементов в каждом поле Галуа равно степени простого числа, и каждое поле Галуа может быть построено с помощью арифметики по модулю простого многочлена.
Наконец, мы должны доказать и обратное: такое поле существует для каждого простого р и целого положительного числа m. Прежде всего установим некоторые предварительные результаты.
Теорема 2.6.10. Пусть характеристика поля GF(q) равна р. Тогда для любых элементов α и β из GF(q) и любого положительного целого 
   


           pm            pm          pm



(α±β)    =α   ±β
Доказательство. Предположим, что теорема верна для m=1. Тогда

                                         p             p          p



(α±β)    =α   ±β
. Возведем это равенство в  р-ю   степень                            
  ((α±β)p)p    =(αp +βp)p 
и снова используем теорему для m = 1

                                             p2            p2           p2



(α±β)  =  α   ±β.

Повторяя эту процедуру m-1 раз, получим
                                              pm            pm        pm



(α±β)    =α   ±β
Следовательно, теорему надо доказать только для m = 1.  Вос​пользовавшись биномиальным разложением 

                                      p       p


(α±β)p = ∑ ci αi (±β)p-i

                        i=0
                                                                                                                                                p
вpидим, что достаточно доказать, что в поле GF(q) выполняется" равенство          cip =0.
Но для каждого I число сочетаний
                                                 cpi = p! /(i! (p-i)!)=(p (p-1)!)/(i!(p-1)!)
является целым числом, а  p — простое. Следовательно, знаменатель делит  (р — 1)!,  а  число  cpi   кратно   р.   Таким   образом, cpi (mod p)=`,   и поскольку арифметикой целых чисел   в поле GF(q) является арифметика по модулю р, то в GF (q) биномиальный коэффициент cpi. =0. Наконец, если р — 2, то (±β)2 = β2, а если р нечетно, то (±β)р = ±βp. Это завершает доказательство теоремы.
Теорема 2.6.11. Пусть р — простое, а т — положительное целое число. Тогда наименьшее поле разложения многочлена g(х) = ( xp)m –х , рассматриваемого над полем GF(р), содержит рт элементов.
Доказательство. Каждый многочлен над GF(р) имеет наименьшее поле разложения. Пусть GF(Q) — наименьшее поле разложения многочлена g(х).. Тогда в поле GF(Q) многочлен g(х} имеет рт корней (возможно, кратных). Мы покажем, что все рт корней различны и образуют поле. Из этого будет следовать, что GF(Q) содержит рт элементов.
Для того чтобы доказать, что множество корней образует поле, достаточно показать, что оно замкнуто относительно операций сложения и умножения и содержит обратные для всех ненулевых элементов. Пусть α и β — корни многочлена g(х). Согласно теореме 2.6.10,
                                              pm            pm       pm



(α±β)    =α   ±β    =α± β ,  
так  что  а ± β — также  корень  многочлена,   и,  следовательно, множество  замкнуто  относительно  операции  сложения.   Далее,


((αβ)p)m =(αp)m  (βp)m αβ 

и, таким образом, αβ тоже является корнем, и множество корней замкнуто относительно операции умножения. Далее, -α является аддитивным обратным элементу  α, так что каждый элемент имеет аддитивный обратный. Аналогично легко проверить, что если а — корень многочлена, то α-1 —также его корень.
Наконец, проверим, что все рm корней  многочлена ( xp)m- х различны. Это вытекает из вида формальной производной:
d [( xp)m- х]/ dx =((pm)) ( xp)m/x - x), 
так как ((р))=0 в поле GF(Q). Следовательно, многочлен   g(х) = ( xp)m –х   не имеет кратных корней.
Теперь мы получили обращение теоремы 2.6.9.
Следствие 2.6.12. Для каждого простого р и положительного целого числа т существует поле Галуа с рт элементами.
Покажем, наконец, что если q является не простым числом, а степенью простого числа, то GF(qт) можно построить как расширение поля GF(q). Для этого достаточно доказать существование над GF(q) простых многочленов степени т.
Теорема 2.6.13. Для каждого целого положительного т над каждым конечным полем GF(q) существует хотя бы один простой многочлен степени т.
Доказательство. Так как q—степень простого числа, то qт  также является степенью простого числа. Согласно следствию 2.6.12, существует поле с qт элементами. Это поле содержит примитивный элемент а, и, по теореме 2.6.8, минимальный многочлен этого элемента а над GF(q) является простым многочленом степени  т.

Следствие 2.6.14. Для каждого целого положительного т над каждым конечным полем GF(q) существует хотя бы один примитивный многочлен степени  т.
Доказательство. Пусть α — примитивный элемент поля GF(qт), и пусть f(х) — минимальный многочлен элемента а, над GF(q). Тогда в поле многочленов по модулю f(х) примитивный элемент α = х является корнем многочлена f(х), так что многочлен х представляет собой примитивный элемент поля.
3. ВАРИАНТЫ ДОМАШНИХ ЗАДАНИЙ
ЗАДАНИЕ № 1

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7;8 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 9. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(1573, 308). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 1573, 308)= А*1573 + В*308.

· Доказать, что р(х)=х2+ 2х3+ 3  неприводим над полем GF(5 ). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(52), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(52)



ЗАДАНИЕ № 2

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 12. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(605, 308). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 605, 308)= А*605 + В*308.

· Доказать, что р(х)=х2+ 3х3+ 3  неприводим над полем GF(5 ). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(52), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(52)



ЗАДАНИЕ № 3

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 6. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(1572, 308). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 1572, 308)= А*1572 + В*308.

· Доказать, что р(х)=х2+4х+ 2  неприводим над полем GF(5 ). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(52), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(52 )



ЗАДАНИЕ № 4

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 8. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(8991, 592). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 8991, 592)= А*8991 + В*592.

· Доказать, что р(х)=х3+ 2х+1  неприводим над полем GF( 3).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(33), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(33)



ЗАДАНИЕ № 5

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7;8;9 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 10. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(3003,429). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 3003, 429)= А*3003 + В*429.

· Доказать, что р(х)= х3+ х2+ 2х+ 1   неприводим над полем GF( 3).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(33), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(33)




ЗАДАНИЕ № 6

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 14. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(1155, 616). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 1155, 616)= А*1155 + В*616.

· Доказать, что р(х)=х3+ 2х2+ х+ 1  неприводим над полем GF(3 ). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(33 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(33 )

ЗАДАНИЕ № 7

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 15. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(1001, 858). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 1001, 858)= А*1001 + В*858.

· Доказать, что р(х)=х3+ 2х2+1  неприводим над полем GF( 3). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(33), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(33)
ЗАДАНИЕ № 8

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14;15 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 16. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(603, 308). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 603, 308)= А*603 + В*308.

· Доказать, что р(х)=х2+ х+2  неприводим над полем GF( 3).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(32 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(32 ). Разложить над этим полем многочлен q(y)=7y3 -5y2-6y+8.




ЗАДАНИЕ № 9

· Пусть G=(0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12;13;14;15;16;17 )- группа с групповой операцией- сложение по модулю 18. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(1573, 552). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 1573, 552)= А*1573 + В*552.

· Доказать, что р(х)=х2+ 2х+ 2  неприводим над полем GF( 3).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(32 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(32 ). Разложить над этим полем многочлен q(y)=5y3 -5y2-8y+8




ЗАДАНИЕ № 10

· Пусть G- группа с групповой операцией- сложение по модулю 20. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(1570, 306). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 1570, 306)= А*1570 + В*306.

· Доказать, что р(х)=х2+ 2х+ 3  неприводим над полем GF(5).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(52 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(52 )



ЗАДАНИЕ № 11

· Пусть G- группа с групповой операцией- сложение по модулю 21. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(3146, 924). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 3145, 924)= А*3145 + В*924
· Доказать, что р(х)=х2+ х+ 2  неприводим над полем GF(4 ). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(42 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(42) 




ЗАДАНИЕ № 12

· Пусть G- группа с групповой операцией- сложение по модулю 24. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

· Найти НОД(3100, 308). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 3100, 308)= А*3100 + В*308.

· Доказать, что р(х)=х2+ х+ 3  неприводим над полем GF(4 ). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(42 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(42) 
ЗАДАНИЕ № 13

· Пусть G=(1;2;3;4;5;6;7;8 )- группа с групповой операцией *, задаваемой таблицей. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

        *   |1 2 3 4 5 6 7 8





        _  .|___________






1 |1 2 3 4 5 6 7 8






2 |2 3 4 1 6 7 8 5






3 |3 4 1 2 7 8 5 6











4 |4 1 2 3 8 5 6 7






5 |5 8 7 6 1 4 3 2






6 |6 5 8 7 2 1 4 3






7 |7 6 5 8 3 2 1 4






8 |8 7 6 5 4 3 2 1
· Найти НОД(3146, 208). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 3146, 208)= А*3145 + В*208.

· Доказать, что р(х)=х2+ 2х+ 2  неприводим над полем GF(4 ).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(42 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(42) 




ЗАДАНИЕ № 14

· Пусть G=(1;a;b;c;d;e;f;g )- группа с групповой операцией *, задаваемой таблицей. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

        *   |1 a b c d e f g





        _  .|___________






1 |1 a b c d e f g






a |a b c 1 e f g d






b |b c 1 a f g d e











c |c 1 a b g d e f






d |d g f e 1 c b a






e |e d g f a 1 c b




          
 
f |f e d g b a 1 c






g |g f e d c b a 1

· Найти НОД(8991, 552). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД (8991, 552)= А*8991 + В*552.

· Доказать, что р(х)=х2+ 3х+ 3  неприводим над полем GF(4 ). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(42 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(42) 






ЗАДАНИЕ № 15

· Пусть G=(1;a;b;c;d;e;f;g )- группа с групповой операцией *, задаваемой таблицей. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

        *   |1 g b e d c f a





        _  .|___________

1 |1 g b e d c f a

g |g b e 1 c f a d

b |b e 1 g f a d c






e |e 1 g b a d c f






d |d a f c 1 e b g






c |c d a f g 1 e b




          
 
f |f c d a b g 1 e






a |a f c d e b g 1

· Найти НОД(8931, 309). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 8931, 309)= А*8931 + В*309.

· Доказать, что р(х)=х4+ х+ 1  неприводим над полем GF( 2).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF( 24), построенному по модулю р(х).Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(24 )




ЗАДАНИЕ № 16

· Пусть G=(1;a;b;c;d;e;f;g )- группа с групповой операцией *, задаваемой таблицей. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

        *   |1 g f e d c b a





        _  .|___________

1 |1 g f e d c b a

g |g f e 1 c b a d

f |f e 1 g b a d c






e |e 1 g f a d c b






d |d a b c 1 e f g






c |c d a b g 1 e f




          
 
b |b c d a f g 1 e






a |a b c d e f g 1

· Найти НОД(8961, 309). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 8961, 309)= А*8961 + В*309.

· Доказать, что р(х)=х4+ х3+ 1  неприводим над полем GF( 2).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF( 24), построенному по модулю р(х).Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(24 )




ЗАДАНИЕ № 17

· Пусть G=(1;a;b;c;d;e)- группа с групповой операцией *, задаваемой таблицей. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

        *   |1 a b c d e 





        _  .|_________






1 |1 a b c d e






a |a b 1 d e c 






b |b 1 a e c d












c |c e d 1 b a 






d |d c e a 1 b 






e |e d c b a 1 

· Найти НОД(963, 306). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 963, 306)= А*963 + В*306
· Доказать, что р(х)=х3+ х2+ 1  неприводим над полем GF(2 ).Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(23 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(23 ). Разложить над этим полем многочлен q(y)=7y3 -5y2-6y+3
ЗАДАНИЕ № 18

· Пусть G=(1;a;b;c;d;e)- группа с групповой операцией *, задаваемой таблицей. Определить порядок каждого элемента группы. Найти подгруппы. Разложить группу на смежные классы по одной из подгрупп. 

        *   |1 2 3 4 5 6 




        _  .|_________






1 |1 2 3 4 5 6






2 |2 3 1 5 6 4 






3 |3 1 2 6 4 5












4 |4 6 5 4 3 2 






5 |5 4 6 2 1 3 






6 |6 5 4 3 2 1 

· Найти НОД(1562, 297). Найти целые числа А и В, удовлетворяющие равенству

НОД ( 1562, 297)= А*1562 + В*297

· Доказать, что р(х)=х3+ х+ 1  неприводим над полем GF( 2). Чему равен порядок элемента х по умножению  в поле GF(23 ), построенному по модулю р(х). Построить таблицы по умножению и по сложению в поле GF(23 ). Разложить над этим полем многочлен q(y)=7y3 -5y2+5y+7
